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LA TRANSFORMADA WAVELET
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Introduccién

La Teoria de los Wavelets es una rama de la matematica relativamente nueva, la cual
ha encontrado aplicaciones muy rapidamente en un gran namero de disciplinas incluyendo la
Fisica, Analisis Numérico, Procesamiento de Sefial, Probabilidad y Estadistica.

La utilidad de la transformada Wavelet es debida al hecho de que puede ser usada para
aproximar funciones/sefiales de acuerdo a escala resolucién usando un conjunto de funciones
base llamadas wavelets.

Los Wavelets permiten representaciones de funciones en las cual se retiene tanto la
escala como la informacién espacial. Muchas funciones pueden ser aproximadas con gran
exactitud usando s6lo un pequefio nimero de coeficientes wavelet.

La Transformada Wavelet también puede ser usada para representar econémicamente,
caracteristicas de interés localizadas en una sefial, lo cual la convierte en un candidato ideal
para la extraccion de caracteristicas en contextos de clasificacién.

La Transformada Wavelet no es estrictamente un método estadistico de reconocimiento
de patrones, sino que es un método de pre procesamiento que permite que los datos sean
expresados mas sucintamente.

Cémo trabaja

El uso de la Transformada Wavelet para extraccion de caracteristicas puede ser
descripto de varias maneras. Puede ser usado como una técnica de filtrado para la remocion
de los componentes de alta frecuencia incluidas en los datos, o usado como un método para
representar la informacién de manera sucinta. Alternativamente, tiene excelentes propiedades
para la compresion de datos.

La Transformada Wavelet Discreta (DWT) transforma un vector de datos de longitud n
en otro vector de coeficientes wavelets de longitud n, usando un conjunto de n funciones bases
ortogonales llamadas wavelets.

Cada coeficiente wavelet se calcula tomando el producto escalar del vector de datos
por una de las funciones base. El conjunto de las funciones base se deriva a partir de una
Unica funcién (frecuentemente llamada "Wavelet Madre") por una serie de dilataciones y tras-
laciones.

Transformadas Wavelets y Fourier

La DWT es similar a la Transformada de Fourier en algunos aspectos, a diferencia de
las funciones base seno y coseno de la Transformada de Fourier, los wavelets estan
localizados en el espacio asi también como en la escala.

A fin de discutir las ventajas de la DWT, es util compararla con la Transformada de
Fourier "Ventaneada" o de "Corto Tiempo", ya que ha sido una de las técnicas clasicas mas
populares para pre-procesa-miento de datos con caracteristicas localizadas.

La Transformada de Fourier es un buen método para representar datos donde las
caracteristicas a pequefia escala (en este caso, alta frecuencia) representan el detalle o ruido
originante en la sefal o funcién, y las caracteristicas a gran escala (baja frecuencia) represen-
tan las formas bésicas.
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Sin embargo, tiene la desventaja de que la informacion de frecuencia obtenida a partir
de la Transformada de Fourier es global, debido a que sus funciones base son funciones seno
y coseno. Esto no es satisfactorio cuando se requieren caracteristicas de localizacion.

El problema puede ser parcialmente superado usando la Transformada de Fourier
Ventaneada o de Corto Tiempo, por medio de la cual la sefial a ser analizada se multiplica por
una funcién ventana antes de calcular su Transformada de Fourier.

No obstante, este método tiene el problema que una ventana de tamafio fijo en el
dominio original es acompafiada por una ventana fijja en el dominio de Fourier. Lo que
realmente se necesita es: una ventana larga para analizar los componentes de escala grande
y una ventana estrecha para detectar las caracteristicas de pequefia escala.

Esto es exactamente lo que provee la Transformada Wavelet.

LA TRANSFORMADA WAVELET

El conjunto de funciones base se obtiene a partir del Wavelet Madre g basic () por
dilataciones controladas por la variable a, y traslaciones controladas por la variable b, de
acuerdo a la ecuacion:
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Una funcién tal como g se dice que es un wavelet si satisface la siguiente condicion de
admisibilidad necesaria para obtener la "Transformada Wavelet Inversa™:
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donde es la Transformada de g’ {) es la Transformada de Fourier ¢ Fourier de g(t) También

la funcién deberia tener energia finita, esto es;
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Hay muchos tipos de Transformada Wavelet, siendo de gran importancia aquellas en
las cuales el conjunto de las funciones base es ortonormal.

La Transformada Wavelet de una sefial f(x) a escala 2' se define por el producto:

“.I’Zj‘b =2 f(i).q(22b.1)

i=1

La Transformada wavelet puede ser descripta de varias maneras. Una forma elegante
es el Analisis Multiresolucion de Mallat. Este describe a una Transformada Wavelet como un
proceso para representar una funcion con diferentes niveles de aproximacion.
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El primer nivel aproxima la funcidn muy generalmente, proyectandola en un espacio
generado por dos funciones base de gran escala. El segundo nivel serd un poco menos
general (usando cuatro funciones base) y asi siguiendo. El dltimo nivel representara completa-
mente la sefial y la transformada inversa de esta representacion reproducira la sefial original.

La DWT puede asi ser usada para particionar el vector caracteristico en una secuencia
de sub espacios, cada uno de ellos representando un nivel de escala diferente.

El algoritmo DWT opera transformando el vector caracteristico inicial en un nuevo
vector que es llenado secuencialmente con los coeficientes wavelet de diferentes escalas.

Cada escala corresponde a una dilatacion diferente del Wavelet Madre.

Los coeficientes de menor numeracién representan las caracteristicas de escala mas
grandes (baja frecuencia) en el vector caracteristico original y los de mayor numeracién
representan las caracteristicas de escala mas pequenas.

Asi para un vector de longitud 2 los coeficientes estan ordenados en j niveles de escala
- representando cada nivel de escala el vector de datos a cierta resolucion. El nivel de escala 1
esta representado por los coeficientes wavelet 1 y 2. El nivel de escala i, donde i = 2 ... j, esta
represeintado por los coeficientes wavelet numerados desde 2"
+1a?.

A partir de esto se puede ver que el nUmero de coeficientes que representan un nivel de
escala crece en un factor de dos a medida que la escala de las caracteristicas decrece.

Esto tiene el efecto deseado de adaptar el tamafio de la ventana a la escala de las
caracteristicas.

Esto significa que el nimero de coeficientes usados para representar la informacién de
alta frecuencia es substancialmente mayor que aquel para representar la informaciéon de baja
escala. Si estos representan ruido pueden ser descartados con poca pérdida de informacion.

A diferencia de los senos y cosenos que definen una Unica Transformada de Fourier no
hay un Unico conjunto de wavelets: de hecho, hay infinitos conjuntos posibles.

La eleccion exacta del Wavelet Madre involucra un compromiso entre su grado de
ajuste y su grado de localizacion.

Una serie popular de wavelets es la de Daubechies. La siguiente figura muestra
algunas de las 512 funciones base derivadas de 20 wavelets Madre de Daubechies.
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