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Introduccién

Este trabajo pretende dar un panorama general e introductorio de los
filtros digitales y responde a inquietudes formuladas por alumnos de la
catedra de Sistemas de Control.

Esta técnica ha cobrado gran impulso con el desarrollo de las
computadoras digitales y constituye una aplicacién directa de las mismas a
la resolucion de problemas técnicos-cientificos.

En tal sentido, vale la pena destacar la importancia de sus aplicaciones
en el procesamiento de sefiales en comunicaciones y control automaético,
sismologia, procesamiento digital de imagenes, etc.

Es innecesario mencionar que el grado de desarrollo y el vasto campo
de aplicacion alcanzado por esta técnica no se pueden resumir en las breves
paginas de este articulo’. No obstante, la intencién del mismo es destacar
s6lo aquellos aspectos que se consideran béasicos para la comprension del
tema.

1. Conceptos Generales

Se define como filtro digital al proceso computacional por medio del
cual una sefial muestreada, o secuencia numérica, que actda como entrada,
es transformada en otra secuencia numérica llamada sefial de salida, de
manera tal que el espectro de frecuencia de la salida es diferente del
espectro de frecuencia de la sefial de entrada.

Como surge de la definicion, el filiro digital es un algoritmo de
computacion, por lo que seria mas correcto llamarlo filtro numérico.
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Esqueméticamente tendriamos lo ilustrado en la Fig.
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Fig. 1: Efecto del filtrado.

El objetivo que persigue la operacion de filtrado es modificar
el espectro de frecuencia de la sefial discreta de entrada; de la
misma forma que lo haria un filtro analdgico sobre una sefial
continua.

Por lo tanto, el proceso computacional puede corresponder a
un filtro pasa-alto, pasa-bajo, de rechazo de frecuencia, etc.

Las ventajas fundamentales que presenta el filtrado digital
frente al filtrado analdgico son: [3]

—No existen cambios en las caracteristicas del filtro debido
a variacion de los componentes por temperatura, envejecimiento,
etc.

—Tiene gran flexibilidad, puesto que la respuesta del filtro
puede ser alterada cambiando el valor numérico de los
coeficientes.

—Se elimina la necesidad de la calibracién periddica.

—Puede lograrse gran precision, la cual esta limitada soélo
por numero de digitos involucrados en el proceso de calculo.

—Cuando estos filtros se implementan en circuitos integrados
tienen un tamafio pequefio, consumen baja potencia, son de poco
peso y bajo costo relativo.
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2. Modelo Matematico de un Filtro Digital

Los filtros analdgicos se representan matematicamente mediante
ecuaciones diferenciales; los filtros digitales, por el contrario se representan
mediante ecuaciones de diferencia.

La forma de la ecuacién de diferencia dependera del tipo de filtro que
se represente.

Los filtros digitales pueden clasificarse en dos tipos fundamentales; los
filtros recursivos y los no recursivos. [1, 2, 4].

2.1. Filtros digitales no - recursivos

La respuesta de un filtro no recursivo (o transversal), lineal e invariante
en el tiempo, en el instante nT es de la forma:

y(T) = ... + b x(nT +2T) + by x (nT +T) + by x (nT) 4+ by
x (nT—T) + by x (0\T =2T) + ..,

a0

y(nT) = Zbk x{(nT = KkT)

k= -~
Si asumimos que trabajamos con sefiales de entrada causales, como
es el caso que se presenta practicamente tenemos:

vy =by x (M) + by x (nT—T} + b x (nT—2T) + ...
o0

vinT}= E bk x{nT-kT)

f: = 3]

Esta expresion incluye una serie infinita de términos, lo que no resulta
practico. Lo més frecuente es tener un nimero limitado de coeficientes;

Si tomamos
b =0 para k> N tendremos:
k

N

y(nT) = Z b, x(nT-kT) m

K=0

Como se observa en la expresion (1) la salida del filtro en el instante
nT, depende del valor de la entrada en el mismo instante y de N instantes
anteriores.
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2.2. Filtros digitales recursivos

La respuesta -de un filtro recursivo en el instante nT es
funcién de la entrada en el mismo instante y de las entradas y
salidas en los instantes anteriores.

De esta manera tendremos:
ylnT) + a; y(nT—=T) + ay y{nT—=2T) + .., + aM ynT—NT} =

donde M>=N ; o :

N M
y(nT) = Ebk Xx(nT-KT) = 5 ap y(nT-XT) @
k=0 k=1
= by vinT + by x(nT=T) + .,.. bN x{nT —=NT)
Enelcasoquelasa = Oparak = 1,2, ... N,laexpresion (2)

queda reducida a la (1). O sea, que, los filtros no recursivos
pueden considerarse como un caso particular de los recursivos.

2.3. Transformada Z

A los efectos de considerar la respuesta en frecuencia de
los filtros continuos resulta util trabajar en el dominio de
frecuencia, para lo cual se aplica la transformada de Laplace o de
Fourier a las ecuaciones diferenciales que representan al filtro.

Por los mismos motivos, al trabajar con filtros digitales
resulta de mucha utilidad hacerlo en el dominio de frecuencia
complejo, que se consigue aplicando la transformada Z a la
ecuacion de diferencias correspondiente. Sea una funcion
continua e(t), si se toman muestras en forma periddica con
periodo T se obtiene una sefial discreta e*(t).

Se define como transformada Z de e*(t), y la designaremos
E(z), a la transformada de Laplace de e*(t) para s= (1/T) 1nz.

En simbolos:

Bfz) -Z[c"(t)] ',Z[u”(t)]_ =L*(s)

s={1/T)1Inz s=(1/T)Inz
o
haremos aqui un andlisis de las caracteristicas y propiedades de
esta transformacion ya que la misma suele verse en los cursos de
control o comunicaciones mediante sefiales discretas. Por otra
parte existe suficiente bibliografia sobre este tema [1, 2, 3].
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Si aplicamos la transformada Z a la expresion (2) tendremos:

N M
-k “k‘[(z)
Y(z) = b .2 X(z) - 2*
k=0 k=1

donde z 'esel operador del retardo unitario.
Entonces encontrando la relacion entrada-salida tendremos:

5
-k
Y (2) — b 2
H(z) = R Bl (3)
X (2) i E
= 1 + ak z k
k =)

Que denominamos funcién de transferencia del filtro.

Esta forma suele encontrarse con mucha frecuencia en la literatura.
3. Realizacién de Filtros Digitales - Formas candnicas

La realizacion de un filtro digital consiste en disefiar un algoritmo de
computacion que lleve a cabo las operaciones indicadas en la expresion
3). _ o _

Pero a esta expresion se le puede dar distintas formas equi-
valentes, logrando con ello la obtencién de filtros que tienen distintas
particularidades. Existen tres formas basicas de realizacion; llamadas
también formas canénicas; ellas son la forma directa, en cascada y en
paralelo [1, 4, 5].

3.1. Formadirecta
N

sea la expresion:
Zb 2K
.\ o k=0 e YET)
H(z) _ (4)
1 + a _"k .\‘.’.)
E k2
k=1
b tb"1+h,~'2’ .+ bz N
Y(z) .0 1 4 N X(z) (5)
l + az ) v a,z T e + ;nN:.N
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Si operamos algebraicamente sobre esta expresion llegamos a un
diagrama representativo de las operaciones realizadas en (5) que puede
indicarse segun la figura (2).
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Donde cada bloque rectangular representa un retardo unitario y cada
bloque triangular un multiplicador por el factor indicado en sus adyacencias.

3.2. Formaen cascada

Esta forma surge de factorear los polinomios numerador y de-
nominador en la expresion (5) obteniendo H (z) de la forma siguiente:

i
23z~ % + ikz”l 4 1

ﬁZiZ-z ¥ ﬂlkz-f + 1

H(z) = b0

k=1
donde m es la parte entera de (N + 1)/2.
Asi por ejemplo: siN =3, seram = 2.

Entonces

Y ) -1 -2 1
TR ST LS B TL IR (LA

H(z) " bo Y )
v 1-‘ P = .
Lz Pz Pt Tt Byt 1

Podemos escribir:

H(z) = bo H;(z) H2(Z)
&: 7
Y(z) = bo H;(z) Hxz) X(2)
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Operando algebraicamente llegamos a un diagrama que re-
presenta este sistema y que se muestra en la Fig. 3.
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3.3. Forma Paralela.

Si operamos sobre la expresion (5) de tal forma que en lugar de tener H
(z) como producto de factores H (z) como en (7) la

tenemos como suma de varios sumandos tendremos:

3

|
H(z) = o(o * S g R s

L-..— -ﬂ -
k=1 /-;zkz “ o4 /3“_2 1, 1

El diagrama correspondiente lo tenemos en la Fig. 4.

La particularidad que tienen estas formas candnicas es que
cualquiera sea la forma elegida, el numero de elementos de retardo
es el mismo y dependera del orden del sistema. Sin embargo, no
siempre es ventajoso ajustarse a una determinada red y el filtro podréa
realizarse en la forma que resulte méas adecuada. Esto dependera de
factores tales como velocidad y precision deseados.

4, Disefo de Filtros Digitales

El disefio de un filtro digital consiste en encontrar una funcion de
transferencia de pulsos G(z) que satisfaga una especificacion dada.
Este disefio involucra la busqueda de los coeficientes del filtro G(z2).

Una forma de disefiar filtros digitales recursivos en el dominio de
frecuencia puede ramificarse en dos métodos principales: uno que es
llamado indirecto y requiere el disefio previo de la funciéon de
transferencia de un filtro continuo G(s) y luego se pasa al dominio del
plano z por medio de una transformacién apropiada.

El segundo método, que es el denominado directo esta rela-
cionado con la representacion en el plano z del filtro digital y se
obtiene G(z) trabajando directamente en el plano z. [4].

(®)
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4.1. Método indirecto

Como se desprende de lo enunciado anteriormente, el método indirecto
exige el disefio de filtros continuos (analdgicos) y, en particular, el disefio de
filtros del tipo Butterworth y Chebyshev.

Una vez encontrado el G(s) especificado, es necesario hacer una
transformacion del plano s al plano z.

Este pasaje suele hacerse utilizando la transformada z ordinaria o la
transformada z bilinleal, o cualquier transformacién adecuada. La
transformada bilineal es la mas utilizada y consiste en considerar.

z-1 1 +s
ST mmmmmeee- oreciprocamente: z= = ----- —

Esta transformada tiene propiedades muy interesantes que la hacen
de una gran utilidad en el disefio de filtros digitales; entre las mas
importantes podemos citar:

1) Es una aplicacion uno a uno del semiplano izquierdo abierto sobre
el disco unitario abierto.

2) Es una aplicacién uno a uno del eje imaginario, incluyendo el punto
en el infinito, sobre el circulo unitario.

3) Es una aplicacion uno a uno del semiplano derecho abierto sobre el
complemento, en el plano complejo, del disco unitario cerrado.

De esta manera toda funcion racional en s es transformada en una
funcién racional en z lo que implica que para todo filtro continuo
representado por una funcién racional existe un filtro digital representado
también por una funcidn racional y viceversa.

4.2. Método directo

Una manera de disefar filtros digitales en forma directa es operando
sobre la ubicacion de polos y ceros de la funcion de transferencia. Este
método se basa en aprovechar el efecto que tiene la ubicacion de estos
polos y ceros sobre la respuesta de un sistema discreto a diferentes sefales
de entrada.

Para mostrar este efecto, analizaremos qué es lo que sucede con un
filtro pasa-bajos sencillo cuando modificamos los valores da sus
coeficientes, lo que significa que movemos sus polos y ceros en el plano
complejo z.

Un filtro pasa-bajos es aquel que permite el pasaje de las componentes
de baja frecuencia de una sefial y rechaza o atentia las de alta frecuencia.
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Un sistema caracterizado por la funcién de transferencia si-
guiente:
z
H(z) = bo — (¢4]
zZ —9p
se comportard como filtro pasa-bajos si elegimos en forma adecuada los
valoresde b vp.

Como se puede apreciar en la expresion (9), este sistema tiene un cero
enz =0y unpoloenz=pen el plano complejo z (ver Fig. 5).

dincz)

Plano z

!

Fig. 5: Polos y ceros del filtro pasa-bajo.

La respuesta en frecuencia se obtiene haciendo z = e donde T =
periodo de muestreo.

ro iwT
H(eITY) ufe S (10)

i wT
e- - p
Si hacemos bg= 1 - p;tendremos un valor normalizado del médulo
de H(e""), siendoiguala 1 paraw = 0.
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JwT

Entonces, el méduloy lafase de H (e”"') estaran dados por:

L

vl-zpcosw'r+p2

G(ijT) = wT - arc tg _sen wT (12)
cos wT-p

iwT
|"‘"J ) b))

Si graficamos la expresion (11) en funcién de w tenemos el gréfico de
la Fig. 6 para dos valores del polo p.
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Fig. 6: Respuesta en frecuencia del filtro pasa-bajo para
distintos valores de p.

Vemos que segun la ubicaciébn del polo, se lograran distintas
caracteristicas de la respuesta en frecuencia. De esta manera, operando
geométricamente sobre las posiciones de polos y ceros se pueden obtener
disefios satisfactorios. [1, 4]
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4.3. Problemas en el disefio

Si bien los filtros digitales gozan de importantes ventajas frente a los
filtros continuos, es prudente sefialar que los primeros presentan también
inconvenientes que son inherentes a su naturaleza digital. [5, 6]

Los filtros digitales presentan fundamentalmente dos problemas que
deben tenerse en cuenta en el disefio; estos son estabilidad y precision.

Ei problema de la precision surge debido al hecho de que los procesos
aritméticos requeridos por el filtro, son ejecutados con precision finita; es
decir las cifras deben redondearse debido a la limitacion en la capacidad de
los registros.

El problema de la estabilidad aparece particularmente en los filtros
digitales recursivos debido a la accion de realimentacion inherentes a los
mismos. El problema de la estabilidad se ve acentuado por la falta de
precision.

La eleccion adecuada de la topologia del filtro y la forma de su
realizacién seran de fundamental importancia para reducir los problemas
mencionados.
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